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Synopsis.
The hypergeometric differential equation Q(&)y-zR(&)y=0, where & = zd/dz, 

is considered. Q(z) and R(z) are polynomials of the same degree and the equation 
has three singularities, at z=0, 1, oc. Integral representations of the solutions are 
given and the conditions of their validity are obtained.
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Introduction.

1. Je m’occupe, dans ce Mémoire, des séries hypergéométriques de la forme

oii

I (Xj (%2 • ■ • 

'yi/2- • -yn-i
* (ai)v(a2)v-■-(Xfjp 

F = o r! (yi)v. . .(yn-i)v

(a)P a (a I 1 ) ... (a I r 1 ), (a)o 1 .

Lorsque la variable z est omise on suppose toujours que z = t. Ou sait que le cas 
n = 2 a fait l’objet de recherches classiques dues à Euler, Gauss, Kummer et 
Riemann. Les fonctions d'ordre supérieur ont été considérées par un grand nombre 
d’auteurs parmi lesquels nous mentionnerons particulièrement Goursat [17-19], 
Thomae [65-66], Pochhammer [59] el Winkler [70]. Dans l’étude de ces fonctions 
on peut tirer parti de la théorie de l’intégrale de Laplace, perfectionnée récemment 
surtout par G. Doetscii [8-9].

Considérons l’équation différentielle

Elle admet trois points singuliers z 
elle peut s’écrire

(^- yi) (0- 72) • • • (#- yn) y-z (& + ai) (& + a2) ... (& + an) y - 0. (2)

Si les yt sont distinctes et ne diffèrent pas l’une de l’autre par des entiers on sait 
qu’elle admet, dans le cercle |r|<l, n solutions linéairement indépendantes de la 
forme 

\7s-yi +1 ys~ 72 I-

I ys _\ 
ys-yn+ 1 /

.s - 1,2, ... n, (3)

où * indique que ys — 7S + 1 doit être omis. 11 y a lieu de remarquer que, si l’on 

change z en - , l’équation (2) ne change pas quand on permute en même temps a 

et y. En effectuant cette transformation sur une solution quelconque on obtient donc
1*



4 Nr. 2

une nouvelle solution que nous désignerons par la même lettre barrée. Si les az- sont 
distinctes et ne different pas par des entiers on a donc n solutions linéairement indé
pendantes de la forme

a S I y 2 
as-a2 I

■ • • i y n
as a/t i 1

.s- - 1, 2, ... n (4)

et ces séries convergent si c > 1. Il est souvent avantageux de multiplier ces solutions 
par certains facteurs constants. Nous poserons par la suite

1/X") - {/«(*) I I
v = 1

r (ar (_ys) 
r (ys - yv + 1 ) ’ Us (") - {/«(") 11

v=i

r(a5 I yv) 
r (as-ar + 1 )

Entre ces solutions et leurs prolongements analytiques on a les relations bien connues

(0)

(7)

où

(H)

2 tt > arg - > 0

f/s (z) - S
r-
Z -7 , --Brÿ* r(Z),
= 1 sin tt (ar + y5)

n
11 sin tt (ar + yr)

n
fl sin tt (ar — ar)

V=1

L’accent dont est affecté le signe || veut dire que v prend les valeurs 1, 2, ... n à 
l’exclusion de la valeur r.

Dans un travail récent [50] nous avons considéré ces fonctions. Rappelons 
brièvement les résultats et notations dont nous allons faire usage ci-après. Posons

n
ßn - n - 1 - s («« + yû • (9)

2 = 1

Si ßn n’est pas un entier négatif l’équation (2) admet une solution (z) qui se repré
sente, dans le cercle |z 1 |< 1 , par une série de la forme

□0 c{i)
Uz)-z?i(l z)ßn v (1 z)”, / 1,2,...// (10)

v = 0 \ßn t 1 )v

les c^n étant des fonctions rationnelles entières des paramètres ai . . . atn et yi . . . y« 
avec = 1 . Soit c^\ le polynôme qui se déduit de en permutant a et y.

Lorsqu’on change z en et qu’on permute a et y dans (10) on trouve la solution
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4?« 1 y
(ßn +1 )v \ z r

i = 1, 2, ... n, (11)

et ces séries convergent dans le demi-plan $R(z)>-. Évidemment (z) ne diffère 

de £n(z) que par un facteur constant e±7llßn. Les polynômes c<l)n sont d’une simplicité 
remarquable et ils jouent un rôle considérable dans l’étude des fonctions hyper- 
géométriques. Il y a entre eux un grand nombre de relations que nous avons mises 
en évidence. On peut les calculer, soit directement par une équation linéaire aux 
différences finies d’ordre n - 1, soit par récurrence en exprimant les c^n par les 
On a en effet

(n) ‘ V, n
v

= (ßn- 1 + 1 )v S ~
8 = 0 (v s) !

JOc s, n-1
(ßn-1 ' 1 )s ’

i - 1, 2, ... zî- 1 (12)

i - 1, 2, ... n- 1 . (13)

On peut aisément voir comment se comportent les pour les valeurs très grandes 
de v. On a l’égalité asymptotique

,.(0 n
= S [^^-^'14-O(|^-^-2|)], (14)

I (ßn + r + 1 ) s = l
s + 1

les ks étant des constantes indépendantes de v. La fonction Çn (z) satisfait à la relation 

b*-U„(z)<fc  = r(/3„+l) 1'1 ■J’4' ' (15)
.1 8 = 11 (,r-as+ 1 )

o

l’intégrale étant convergente si 9Î(/?W)>—1 et Ol(.r + ys)>0, s = 1, 2, . . . n.
De même

ô-'f„(z)<k-r(/?„-i. o n JÉ5''1, (ni)

s = il(1 ys r)
i

pourvu que (ßn) > — 1 et fff (.r) < (a.s) , .s =- 1, 2, . . . n .
Si ßn est un entier négatif, soit —p, la série (10) n’a pas de sens. Mais dans 

ce cas l’équation (2) admet une solution r/w (r), holomorphe au point z= 1, qui se 
représente par les séries

(0
r/„(z) = zn S 1-1.2,.../!, (17)

P —0 <•

convergentes pour z — 1 |< 1 , et par les séries
Mat.Fys.Skr. Dan.Vid.Selsk. 1, no.2. 2
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OC 7^ i-7_’\\V

rM(z) = (-l?r^ s — f’------- , /= l,2,...n, (18)
v=o v! \ z I

convergentes dans le demi-plan (;)>-. La fonction (z) satisfait à la relation

G*  1r/n(z)dz = Up — - >a) -f/C.r), (.r + ys) > 0 (19)
s = il (x’-as + 1 )

o

7 (.r) étant le polynôme du degré p 1

7 Gr),

7 (.r) Zj 1-v, n (a 4 yi v)v,
v = o

i - 1 , 2, . . . n

De même on a

(20)

OO

( l)^ljz^-b/w(z)dz

l

n r (as~æ) 
s = iT(l ys -æ)

9Î (,r- as) < 0 (21)

q (.r) étant le polynôme

g(.r) = S Cpli-v>n(iXi- x v)v, i = 1,2,.../?. 
r = 0

(22)

Entre ces deux polynômes existe la relation

q (x) + (— 1 )p q (æ) =- 0. (23)

Soient r et s deux entiers positifs <n et différents l’un de l’autre. Considérons 
une solution y5>r(z) définie par la relation

J7rO)-?/s(-) =
sin zr (y5 - yr)

ys,r(z).
n

(24)

Elle est holomorphe au point z = 1 et elle se représente par la série de polynômes 
hypergéométriques

,V) - g ->■
v=or!(ai t a2 + yr + ys)v \yr-y\ t 1

«3 +

yr y2 + 1

où les deux astérisques indiquent que yr ys \ 1 el yr — yr I 1 doivent être omis; 
Ci est la constante

n
r («! + y s) r (a2 + y s) llT(a1) + yr)

C’i = - ------------------ .1 n
F (ai + a2 + y r + ys ) 11 T (y r - yv \ 1 )

V = 1, V + s

(25)
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La série (25) converge si |z — 1 |< 1 et ^(a^y5)>(), v -- 3, 4, ... n. On a aussi 
les deux développements suivants

y s, r (z) ~ C2 («i + yr)v b 
v=o («i + ys)v+i \yr-yi +

*2 + yr 
yr~y2 +

<x3 + yr... <xn + yr
• • * . • yr ~ yn + 1

(26)

où * signifie que yr — ys + 1 doit être omis, et

2. S. Pinch ekle [55] a attiré l’attention sur l’intégrale

X+ i 00

(z -Yr r (æ + ai) r (x + q2) ... r (q? + qw) T (- æ)
Z r (,T + yi) r (æ + y2) . . . T (æ + yn-i)

x-i 00

«2 + yr a3 + yr... an + yr 
yr-y2+i • yr-y«+l

(27)

où * indique que l’on omet yr~yr 1. Ici C2 et C3 sont les constantes

11 F (ar + yr)
6’2 = r (ys - yr + 1 ) n ~----- -------’

H r (yr-yv + 1) 
v = l,v+s

II r (a„ + yr)
C3 = r (ai + ys) - n--°2

11 r (yr-yv + 1) 
v = l,v + s

Les séries (26) et (27) convergent si | z — 1 | < 1 et 94 (av 4- ys) > 0, v = 2, 3, ... n . Puis
que (/s,r(z) est symétrique en yr et ys et symétrique en ai, a2,...an les séries (25), 
(26) et (27) ne changent pas de valeur si l’on permute yr et ys ou les aF.

Considérons de même une solution ÿs,r(z) définie par la relation

yr (z) - y s (z) =
sin7r(as —ar)

7C
f/s.rOO- (28)

Également holomorphe au point z = 1, elle admet le développement

y s, r(z) = Ci z a r 2 + <Xr + f( ~v
r = ov ! (ar + as + yi + y2)v \ar— ai + 1

ar 4- y3
ar —a2 4- 1

ar 4- 7/4 ... ar + yn
>. . ar a^j 4-

convergent dans le demi-plan 84 (z) > - si 94 (as 4-yv) > 0 , v = 3, 4, ... n ; Ci est la 
constante

n
P (as + yi) T (as + y2) TI T (ar + yv)

71 V=1------ -------------------------- .1 n
r (ar + as 4- yi + y2) TI T (ar - ar 4- 1 )

v = l, v + s

0 > x > — 94 (ar)
v = Y, 2,... n

2*
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(fui représente, à un facteur constant près, la fonction définie par la série (1) et son 
prolongement analytique. Hj. Mellin [33—40] a considéré une classe plus générale 
d’intégrales contenant sous le signe un produit de fonctions gamma et de fonctions 
trigonométriques. L’importance de ces intégrales et d’autres semblables a été mise 
en évidence par E.W. Barnes [2-3] et plus récemment par C. S. Melier [30-32].

Nous allons étudier ci-dessous les y*(l)  comme fonction d’un des paramètres 
ys ou <xs et nous considérons certaines intégrales remarquables où ces fonctions 
figurent sous le signe. Dans le cas particulier n = 2 les fonctions en question s’ex
priment par la fonction gamma grâce à la formule de Gauss

/ai a2\ r (y) F (y-ai -a2)
' y I r(y-ai)f(y a2) '

et les intégrales que nous allons considérer se réduisent aux intégrales de Barnes [3].

Chapitre 1.

3. Choisissons y tel (pie sJt (a*  + + y) > 0, * = 1,2,... n et supposons Di (ßn) > 1 •
L’intégrale

( z-y (z- 1 1 (z) dz - z-^-1 1 --I (z) dz (1 )

est alors convergente dans la bande

Ûî (a$) < (æ) < (ßn + y), i =- 1, 2, ... n. GO

Développons (1 - 1/z)7 x 1 par la formule du binôme. On peut intégrer ternie à terme
parce que l’intégrale

1

QO

(-)I s
v = 0

dz

converge. Par conséquent, en vertu de (16) § 1, l’intégrale (1) est égale à

r (ßn
n

+ 1) II
v = 1

F (.r 4- av) 
r (æ-yr + 1)

F ,r
r

y I 1 x + ai x + a2
- yi + 1 .r - y2 + 1 . . .

. . . .r + an\
X’-yra + 1/ (3)

et cette série converge si /R (.r) < (ßn l -y) ■ Posons z ; on trouve alors
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(<«->(1 I t)-rfn I

ô (4)
r/z? K ri r(.x-4av) /x-y4-l x + ai x 4- a2 . . . x 4- xn\
1 \Pn I 1 / 11 p / i li i i I ■v = il (x — yv + 1) \x-yi+l.r y2 + 1 .. . .r - yn 4-1 /

La fonction au second membre est holomorphe dans la bande (2) et l’intégrale au 
premier membre converge dans cette bande. La fonction sous le signe est holomorphe 
pour toute valeur finie de f différente de 0 et — 1. La série (11) § 1 met en évidence 
son comportement au voisinage du point à l’infini. Il en résulte que l’intégrale au 
premier membre ne change pas de valeur si l’on fait tourner la ligne d’intégration et 
si l’on chemine de zéro àxe!^, où n> &> — n.
Posons .r = cr+zT. D’un théorème connu relatif à l’intégrale de Laplace1 résulte, 
dans la bande (2), l’inégalité asymptotique

" P (x 4 ocv) plx — y+\ x 4 ai r 4 a2 ... x 4 an
/JiT (x — yv + 1) \a?-yi+l x — y2 + 1 ...x-yn+l

e étant >0, et, par la formule d’inversion de Mellin, on déduit de (4)

£»(*)  = (6)
x 4 i x i

‘ -y Ç(z -l)x“^n r + pr~^+1 *r + ai x + a2 • • • x + M dx
2 Jti * J i F (x — yv il) \.r - yi 4- 1 x — y2 4- 1 . . .■ x — yn 4- 1 /

x-i oc
oii

H<'St(ßn +y), z-1,2, ...n. (7)

En vertu de l’inégalité (5) cette intégrale converge pour toute valeur de z qui n’est 
pas réelle et< 1. Sa valeur est indépendante de x tant que l’inégalité (7) est satisfaite.

Soit |z|<l et considérons l’intégrale

(8) 
1

où l’on suppose 9i(/?n)>—l et 9Î (a< 4- y) > 0 , i = 1, 2, ... n . Dans ces conditions 

l’intégrale est convergente. Remplaçons (f —z)-1 par Szvf v . Celte série converge 
0 oc 

uniformément dans l’intervalle d’intégration et l’intégrale \/ £w (/) d/est absolu- 
i

ment convergente. On peut donc intégrer terme à terme2 et l’on obtient

< (; e-(^-£)|T| (5)

00

s / t~y~v~lçn(t)dt = r(ßn 
v = 0 J1

1 Voir Doetsch [8] p. 115.
2 Voir Bromwich [5].
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c’est-à-dire que

F (9)

y substituant l’expression trouveraon

(10)
,r

toujours possible, et admettonsestce qui

OC

dt -= dt (1 (11)

Mais l’intégrale d’Euler

ldt W (.r) > 0 , sJî (y) > 0

où l’on remplace t par t/( 1 t /) s’écrit

(y)> 0.

-H(.r)>0.

si

ai
?2

Choisissons x tel 
que 0 < z< 1 . On

ai I
i y

.T

sin jix

dt. 
+ l

i)*-7  H

1 Voir Bromwich [5] p. 503 et Doetsch [8] p. 309.

i

(6) de ên

Par conséquent l’intégrale (11) est égale à

En y posant y - 1 ,r il vient

- F
7r-l O

1

1
F(^

i
/).</

0

.w -Ti -z
0

(1
sin n (y .r)

OC

f F“1 ( 1 + t)~x~^ dt

0

rtx2 dt
.114/
0

ç°(/
? / - ~
i

Cela posé, on voit sans peine qu’on peut au second membre de (10) intervertir 
l’ordre des intégrations1 et l’on trouve ainsi
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1 ai + y <x2 + y ... <xn + y z\
v=i r(y-yr + 1 ) \y-yi+1 y-y2 + l... /-/« + ! /

1 Ç (l-z)*-?  * r(x + av) /.t — y+1 x + «ix + a2... x + ocn\ 
2 i ' sin zr (y — x) r=i T (x —yv + 1) \x —yi + 1 x — y2 + 1 ... x — + 1 /

1 V
gsM= —TTTTn \ z“ys(l-zys"a;-1fw(z) dz (17)

2 7ii 1 (ßn + 1 ) .100

et cette dernière intégrale converge dans le demi-plan 31 (x + a$) > 0, z‘= 1, 2, ... n.

1 E. W. Barnes [2] a fait usage d’une fonction semblable dans ses recherches sur les fonctions 
hypergéométriques dites confluentes et ayant seulement deux points singuliers.

x-i x 

(12)

où les points y et ßn + y sont situés à droite tandis que y—1 et — ai, — a2, ... — aw 
sont à gauche du contour. Pour abréger l’écriture nous avons supposé ()<z<l, 
mais l’inégalité (5) entraîne (pie l’intégrale au second membre de (12) converge pour 
toute valeur de z différente de 1 dans l’angle 2 zr > czny (1 — z) > — 2 zr et elle converge 
uniformément dans tout domaine fermé à l’intérieur de ce domaine. Elle repré
sente par conséquent le prolongement analytique de la série hypergéométrique au 
premier membre dans tout ce domaine. On a donc deux expressions différentes en 
deux points de la surface de Riemann situés l’un au-dessus de l’autre, et en prenant 
la différence entre elles on retombe sur la relation (G).

Soit .$■ un des nombres 1,2,... n. Posons pour abréger1 2

où l’astérisque indique que x—ys4 1 doit être omis. Cette série hypergéométrique 
converge si 31 (x) < 3ï (ßn + ys). En faisant y ys dans l’équation (12) elle s’écrit

y s (?) =
z^s ç (1 — z)x y s zigs{x)(lx
2 z J sinzr(y.s- - x) sin zr (0tt h y*  x)’ 

X —ï X
(14)

oil les points ys et ßn + ys sont à droite tandis que les at- sont à gauche du contour.
Ici on suppose donc que 3ï (a^ +/î« + ys) > ü , 3t (a/ + ys) > 0 , z=l,2, ...n. D’après 
ce que nous venons de dire la fonction gs (x) se représente dans la bande

par l’intégrale
3î (a/) < 31 (x) < 31 (ßn + y s), i = \, 2,... n (15)

t/s(.r) =
• / n N °°sm 7i (ßn + ys —x) Ç _v z
^(^ + 1) y s(

1

$n (z) dz; (16)

si l’on remplace le chemin rectiligne par un lacet, issu de l’infini et y revenant après 
avoir entouré le point 1 on obtient encore
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La relation (14) nous donne une représentation d’une fonction hypergéométrique 
quelconque par une expression qui est très commode pour l’étude du prolongement 
analytique de cette fonction au voisinage du point singulier z= 1.

Substituons la série

$n(z) = z~«i É
v = o

7(i)Lv, n
(ßn 4 1 )v

(LS)

dans l’intégrale (16). On peut intégrer terme à terme parce que l’intégrale

~ F , /«•
(ßn + 1 )v

dz

converge, comme il résulte aisément de la valeur asymptotique de c^n. On trouve ainsi

/ \ _ ___ r*  (æ 4 <^i)___  y, Cpt n (ßn 4 ys x)p
,s ' r(.r + 1 -ßn~-ys)v = o F (ßn + 1 + r) f (oct + ßn + ys H- v)’ (19)

où i prend les valeurs 1, 2, . . . n. Cette série converge dans le demi-plan (.r + a») 
>0, v=l, 2, ... n, r + z. Les séries (13) et (19) convergent donc toutes les deux 
dans la bande (15) et par conséquent l’une représente le prolongement analytique de 
l’autre. Il en résulte que (/« (.r) est une fonction méromorphe de x admettant comme 
pôles les points — oci — v, z= 1, 2, ... n, et holomorphe pour toute autre valeur
finie de x. De plus on voit que cette fonction s’annule aux points ßn^ys-l v
et y«—1 —v, v étant un entier positif ou nul.1 En posant ,r = ßn + ys + v dans l’équa
tion (19), la série se réduit à un nombre fini de termes et l’on obtient

d’où il s’ensuit

g*  (ßn + ys + v) = S (- 1Y 
r = 0

Cr, n (&4 4 ßn 4- ys + rY-r
(v-rY T (ß.n + 1 + r)

f/s (ßn 4 y s 4- r) — r (ßn + 1 + r) ■ (20)

4. Nous allons maintenant examiner comment se comporte la fonction </.s. (,r) 
pour les grandes valeurs de | .r |. Nous supposerons (pie les yi sont distinctes et ne 
diffèrent pas l’une de l’autre par des entiers. Si ift(ßn) > 0 les séries hypergéométriques 
ps(l) et z/r(l) convergent. Dans l’équation (7) § 1 on peut faire tendre z vers 1 des
deux côtés de la coupure le long de l’axe des nombres positifs.2 11 vient alors 

n ±7rf(«s+yr)
ÿ«(i)=S . , . .RryrOYr = i sin zi(as +yr)

1 Dans ce qui suit nous désignerons souvent une suite de pôles ou zéros d’une manière analogue 
sans répéter chaque fois que v prend les valeurs 0, 1, 2, ...

2 Acta Math., 94 (1955), 313.
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En soustrayant ces deux équations on obtient

S Bry* r(l) = (). 
r = l

De l’équation (24) § 1 il résulte que

?G<1 ) = Us (O
sin n(ys- yr)

71 y s, r ( 1 ) >

(21)

et la substitution de cette expression dans l’équation (21) donne

f/s(l) S Br + - 2 Br sin (ys-yr) t/s< r ( 1) - 0. 
r = 1 71 r=i

Par décomposition en fractions simples rationnelles on obtient

jj sin (X + g,) _ , £ Ijr
r = i sin (yv — æ) r=1 rsin%(yr —.r

En soustrayant ces deux équations on voit que

n
S Br = — sin tißn 
r=l

L’équation (22) peut donc s’écrire

n
71 sin y* s ( 1 ) = s Br sin ti (ys-yr) ys,r(l) ■ 

r = l, r + s

En remplaçant ici ys par r il vient

n

9s (æ)
1 n /s. r X-7r v — 1

TT2 =1 ” .
r + s nz sin ti (yv — yr) T (x — ys + 1 ) 

v = l, v 4= s

(22)

(23)

(24)

fs,r(x) étant la fonction qu’on déduit de ys>r(l) en y remplaçant ys par x. Or en vertu 
de (25) §1 la fonction fs,r(jc) se représente par la série

A. r(-r)-C
F (x + gt) F (x + a2) g 
T (x + ai + a2 + yr) v=o

(ai + yr)v (a2 r yr)v 
v ! (.-r + ai + a2 + yr)v

-v a3 + yr ... an 4- yr
\yr~yi +1 • n-y» + 1

(25)

G étant la constante
n
n E(ar + yr) 

v = l

n r (yr - yv + 1 )
v = l, V 4 s

(26)
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Cette série converge si (,r 4 a/)>(), i 3, 4, ... n. Par conséquent les séries 
(13) et (25) convergent toutes les deux dans la bande (15). Le second membre de 
(24) représente donc le prolongement analytique de la fonction (.r) définie par la 
série (13). Cette nouvelle expression n'est pas aussi simple (pie (19) mais elle a 
l'avantage de donner immédiatement l’expression asymptotique de (.r). En effet, 
la serie de facultés qui figure au second membre de (25) tend uniformément vers 1 
quand ,r s’éloigne à l’infini en restant dans le demi-plan de convergence. On a donc

fs, r M 
F (.r - ys + 1 )

C.t/s 1 ( 1 + o (1 )), (27)

C étant la constante (26). Posons pour abréger

I T I1 (yr~ yr)

'Xys Yr) fl r(l -- ar yr)
)’ = i

H

demi-plan de convergence )H(.r ! oct) > 0 la fonction

f/s (-r) (29)

Cela posé, reprenons l'équation peut s'écrire

F

En remplaçant ys

(js(x) p(.v) F (30)
Yr

Yr I 1 doivent être omis.

(31)

les deux astériques 
p (.r) est la fonction

a» + ;
• Yr Yn

n
y 

r=l

Il résulte de (24) (pie dans le 
,7,s (.r) est de la forme

indiquent que yr 
périodique

Oil

Ici

a2 1 yr ... 
yr-y2 + 1..

et yr ys 1 1

S Cf * 
r = 1, r + ;

sin rr (.X- — ßn - 
P W -

H
Ys) J] sin % (y,,- .r)

V = 1

par .r, 011 obtient
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La fonction /> (.r) tend vers 1 quand x s’éloigne à l’infini le long du contour de 
l’intégrale (14), et, si on pose x = o+ît, on a

y? (.r) = 1 4-0 (e_27IlTl), jr —c > I arg.r I > e > 0 . (32)

Les séries de facultés qui entrent dans le second membre de (30) convergent dans 
le demi-plan (æ) < (ßn + y g). Il en résulte que l’égalité asymptotique (29) reste 
vraie quand x tend vers l’infini dans l’angle ti — e > arg x > — ti + s de manière 
à éviter les pôles. La fonction </s(.r) se comporte donc comme une puissance finie de 
a*  dans cet angle. L’équation (30) peut aussi s’écrire

9 s G?)__________=
sin%(ys. .v) sin % (^n 4 ys .r)

X p(s)(r) ai 1 ?r ... xn-l-yr
r=!,rt S ' F (yr r 11) 7r ■ .ri 1 7r yi I 1 .. :t: *..  yr y„ I 1

OÙ

7Î
V 7j<s)(.r)( XŸ’S^’>- 1 (1 + o(l )), 
r = 1, r + s

sin ti (ys

Cr} II sin 71 (yv - .r)
p==l

n
a*)  sin ti (yr ,r) ][ sin % (a- 4- ar)

v = 1

(33)

(34)

(35)

L’expression (34) met en évidence comment se comporte la fonction <7s (æ) quand x 
tend vers l’infini dans le demi-plan ))( (a ’)< 9Î (ßn + y s) en évitant les pôles.

La fonction fs,r(x) est symétrique en .r et yr. En permutant x et yr dans le 
second membre de (25) et en substituant la série ainsi obtenue dans l’équation (24) 
on trouvera une expression de f/s (-t) qui converge pour toute valeur non-singulière 
de x, pourvu que )R (ocî + yr) > 0, i = 3, 4, ...n. On peut ainsi de différentes manières 
réaliser le prolongement analytique de la fonction </s(.r).

5. Nous avons vu que l’intégrale (1) est égale à la série (3). En posant 
y = 1 — <xn+i et en remplaçant n par n 1 on obtient

9n (æ)
sin 71 (ßn + yn - a’) T (x 4- aw) 

ttE (ßn i + 1 ) f(.r yn + 1 ) 1

00

1 )*-«»£«-] (z)dz

T (x 4- aw)
2 71 î r (ßn , + 1 ) f (x - yn + 1 )

(36)

et la dernière intégrale converge si )R (x + ar) > 0 , v = 1, 2, ... n — 1. La fonction 
^ra-i(z) dépend des paramètres ai ... a« i et yi...y» i. Nous pouvons le mettre 
en évidence en écrivant
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. / X] a2 . . . Xn — J
%n-l

\/l /2 • • • 7n-l

Si l’on permute aw et Xj ainsi que yn et ys on trouve

(æ) =

T (x + aj)
2 ni r (a; + ßn + ys) f (x - ys + 1 )

... Xj — i Xj -i- i ... X/i 
yi ■ ■ ■ ys-i7s+i ■ ■ - yn

Cette intégrale converge si (.r + xv) > 0, r= 1, 2, ... n, r+ /. En y substituant la 
série (17) et en intégrant terme à terme on obtient

7s(æ) =
_____ r(.r + a/)r(.r^ay)______ * ^?n-i (ßn + y8-x)v
r (x + 1 — ßn — ys) T (x + 1 — ys) p = 0 T (a(- + ßn + ys + y) T (xj + ßn + ys + y) (38)

où on peut donner à i les valeurs 1, 2, ... n—1 et à j les valeurs 1, 2, ... n avec 
exclusion de / = L Les coefficients c(vî)n_1 sont formés avec les paramètres ai . . . xn 
et yi .. . yn en excluant Xj et ys de sorte qu il faudrait écrire plus explicitement

Ji) /ai a2 . . . xj-i xjA ! . . . xn\ 
lv, n-1

'71/2 • • -y*  1 ys+i ... ynj

La série (38) converge si 9î(x + a,,)>0, v - 1, 2, ... n, p # i, j. Si n = 2 il en résulte

.71 (æ) = r (æ_+ Xi) F (x + a2)
f (x + ai + a2 + y2) T (x - yi + 1 ) T ( 1 — ai — y2) T ( 1 — a2 — y2) ’

q (x\ =___ _________ r (x + aQ T (x + q2) ___
T (x + ai + a2 + yi) T (x — y2 + 1) T (1 - ai — yi) T (1 — a2 — yi)

parce que c^\ = 0 si r>0 et = 1 . Ces deux expressions se déduisent aussi 
plus directement de l’équation (13) en vertu de la formule de Gauss.

Si n = 3 on déduit de l’équation (38)

r(x + «2)r(x + «3)Ff1““1“’'1 fc+n-q
Q3 (x) =________________________ \^2 + ß3 + ys Xs + ßs + ys J z .

T (.x + 1 — ß3 y3) T (x -I- 1 - y3) r (a2 + /?3 + y3) r (a3 + ß3 + y3)’

la série hypergéométrique dans le second membre étant convergente dans le demi- 
plan 9i(x+ai)>(). Dans celte expression on peut permuter ai avec a2 et a3. D’autre 
part 1 équation (24) fournit pour cette même fonction l’expression
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T (.r + 1 - ßa - y3) T (,r + 1 - y3)
3
II r(.r + ar)

V = 1

r (yi^y2) _____ ; J 1 - «i - yx

r(rr + 1-yO II T(1-a„-y2) * 7i : 1 
i

1 — a2 —yx 1 -a3-yi 
y2 - yi + 1

________r (y2 - y 1 ) /1 - ai - y2

r(I+1 - w) n r(i -«,-») ' 'r ” n +1
1

où les deux séries de facultés qui figurent dans le second membre convergent dans le 
demi-plan fR (.r) > fR (ß3 + y3 1) qui a une bande de largeur 1 en commun avec le
demi-plan de convergence (.r) < ÏR (ßa + y3) de la série (13).

6. Soit a', la partie réelle de <xv. Posons ocv = ocv + i ocv et yv = yv + 1 yr .

Soit (9 un nombre positif et <1 tel que |[ | sin % (a(> — 0) | > > 0. Considérons le
v = 1

rectangle ayant pour sommets x — im, x \-ini, — ni—0^ im et — ni 0 -im, où /?? 
est un entier positif assez grand pour (pie tous les pôles ai, a2,... a» soienl a 
l’intérieur du rectangle. L’intégrale

f (1 -z)x(js{x) dx
' sin rr(ys .r) sin jt (ßn I ys .r)

prise le long du périmètre de ce rectangle, parcouru dans le sens positif, est égale 
au produit de 2 ni par la somme des résidus relatifs aux pôles situés a l’intérieur 

x + im 
du rectangle. Supposons que |l z|>1 (‘I | arg (1 -z)|<tï. Posons A = \ et 

x - im 
désignons par /2, la et I4 les intégrales prises le long des trois autres côtés du 
rectangle. Nous allons voir (pie les trois dernières intégrales tendent vers zéro quand 
ni augmente indéfiniment. En eilet, dans les intégrales Z2, Ta et A on aura pour 
l’expression (pii figure dans l’équation (33)

r (ys - æ) F( ai 1 yr Ä2 3 yr • • ocn 4 yr \
r(yr-.r + 1 ) \yr X 1 1 yr- yi H . : :f: y T Y II + 1 /

B et y étant des constantes positives indépendantes de m. Dans l’intégrale la

x = ni 0 + il, ni < t < ni.
On aura donc

I (I — z)a: J = I 1 _ z |-m-0 p-t arg (1-z) < | | _ z |-w e?r| 11, 

|2sin.-r(?„ x)|<e’I<,-«> t e-’“-* ’,

I 2 sin n (,t + ap) | > (eH + aD + e~n + <*?))  | sin n (a^> — 0) |.
Mat.Fys.Skr.Dan.Vid.Selsk. 1, no.2.
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Il en résulte que

et par conséquent

sin n (yv — .r) 
sin tt (.r + ar)

e7i I a;, + yÿ I

I sin%(ap — (9) |

w sin ti (yv - x) 
r = i sin % (or I ar)

En tenant compte de ces inégalités et de l’équation (33) on voit qu’on sait trouver 
une constante (' indépendante de ni telle que

Puisque | 1—z >1 il en résulte que /y tend vers zéro quand ni augmente indéfini
ment. Dans l’intégrale L

.r = <7 im où x>a> ni (-).
On aura donc

|(1 zY I = I 1 Z |CT earg <1_2> < I 1 z\°enm

et, m étant très grand,

I sin ti (.r b ) | > e '

Il en résulte que

siu7r(yr - .r) | < e71 (m ’ ;

sinrrf y j, x) 
sin ti (x + ar)

< 4 /('M)ï)

La fonction (x), définie par l’équation (35), satisfait donc à l’inégalité

|/>,(s) (æ) | < Ce-27lw>,

('. étant une constante indépendante de ni, et, par suite,

ainsi

(1 zYgA.r) < n B C 1 1 |cr y z 1 nv - tt m e
sin7i(yiS. x) sin yr (ßh i y.S a)

I /4 I < 2 n BCnP Il - 7i m e

Par conséquent /j tend vers zéro avec . D’une manière tout à fait semblable on voit 
ni

(pi’il en est de même pour l'intégrale /y. Il en résulte que, dans les conditions im-
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posées à la variable z, c’est-à-dire |1—z >1 et | arg (1 — z) | < n, l’intégrale au 
second membre de l’équation (14) est égale à la somme des résidus relatifs aux pôles 
situés à gauche du contour, multipliée par 2 ni. Si les <xv sont distinctes, et si aucune 
de leurs différences n’est un nombre entier, les pôles seront tous du premier ordre 
et il est facile de calculer les résidus. En effet, posons s = 1, pour abréger l’écriture, 
et supprimons le facteur z^1. L’intégrale en question peut s’écrire

x-ix

x + ix
r(yi-rr) ff P (.r + ar) 

r = 1 

Il r (.r - + 1 )
r = 2

F /æ 4- ai
\.r - y2

æ + aj ... x 4- an \ 
i 1 . . . x - yn + 1 I

En formant la somme des résidus relatifs aux pôles ai v, multipliée par 2ni, 
on obtient

“( I)1 , x 1 (ar-ai-r) /-v a2-ai~v...
ro r! r=2 1 (1 -ai-yr- r) \ 1 -aj,- y2-v . .. 1

a«
ai

-)ai-y1-r>

En rangeant les termes dans la série hypergéométrique dans l’ordre inverse cette 
expression se réduit à

n
r(ai I yi) Il

r = 2

I (ar ai) * (ai I- yi)r / ’’ 
F(1 -ai-yr) r = o v! \ax

ai I y2 • ■• 
a2 4 1 ... ai

ai n z)a^~v. 
ocn + 1 /

(40)

Ici I arg (1 z) | < n et la série converge parce (pie nous avons supposé |1 — z | > 1 . 
Mais puisque

F /yi ya •. • y«
' ai a2 . . . a„  i

1 \ / z V1 £ (yi)v 7 J v yz y-3 • • y»\
z) \z-ll r7o r! 'ai a2 . . . -1 /

(41)

on voit que, si z|> 1 , la série (40) est égale à

(-z)«.+y. r(ai + n + ' a‘,+ w ■ 0117”
r = 2 1 ( 1 — ai — yr) \ai — a2 4- 1 . . . ax — ara 4- 1

(42)

où I arg ( z) <zr. En formant la somme des résidus relatifs à tous les pôles situés 
à gauche du contour on obtient une somme de n séries (pii se déduisent de (42) en 
permutant ai, avec a2, aß... aw et cette somme est en vertu de la relation (6) § 1 
égale à z~^'y* 1(z). En permutant yi avec ys on voit que l’intégrale corresponante 
est égale à z~^sy*(z).  Nous avons ainsi démontré l’équation (14) d’une nouvelle 
manière mais cette démonstration est moins générale que celle du paragraphe 3 parce 
que nous avons supposé ici que les a,, sont distinctes et ne diffèrent pas par des 
entiers. Si cette condition n’est pas satisfaite le calcul des résidus devient plus 
laborieux.

3*
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7. On peut d’une manière semblable considérer les résidus relatifs aux pôles 
à droite du contour. Choisissons x tel (pie ys x soit positif et < 1. Posons ßn = 
ßn + ißn- $ 1111 nombre positif et <1 tel que | sin (64 ~//„) | >-//> 0 . Soit 
ni un entier positif > \ßn |. Considérons le rectangle ayant pou1’ sommets x ini, 
x + ini, ys+m+0 -, ini et l ni l (-) ini. L’intégrale

r (1 r)^-n-t7,(.r)d.r
' sin ti (ys .r) sin (ßn 4 ys - .r)

prise le long du périmètre de ce rectangle, parcouru dans le sens négatif, est égale 
à la somme des résidus relatifs aux pôles situés à l’intérieur du rectangle, multipliée 

x + i m 
par -2tO. Supposons (pie 0 < t: < | 1 z|<l et | arg ( I z)|<7r. Posons l\ - \ et 

x -im 
désignons les intégrales prises sur les trois autres côtés du rectangle par /•?, /b et C. 
Nous allons voir (pie les trois dernières intégrales tendent vers zéro avec ' . En elfet, 

ni
il résulte de l’équation (29) qu’on aura I (,r) I < find' dans les intégrales I2, h et 
h, fi et y étant des constantes positives indépendantes de ni. Dans l’intégrale Z3

11 en résulte
■r - y s + ni i 64 + 1/, où ni < t < ni.

|(1 r)x_^s|-|l z |Wi + (9 f-«arg(l -z) < I J -lm + 0e7i|d 

|2 sin zi (ys .r) | > e711 sin ,

On aura donc
I sin 71 (ßn I ys - .r) | > | sin 71 ((r) - ß'n) | > zp

(1 -zy-Ys
sin zi (yg - .r) sin 71 (ßn + ys -r)

2 I 1 — z Im + 0 
77 sin 7i&

et par conséquent

I h I < 4 B
>1 sin ti (?)

nir + l\ 1 - |zn+0.

Puisque | 1 z|<l I3 tend bien vers zéro quand m augmente indéfiniment. Dans 
l’intégrale /.j

.r = ys I- a - ini, on x ys < o < ni I (-).
On aura donc

|(1 z)x~y« I - I 1 — z I0, em arg 9-z) < I 1 -z\(1e7lm,

et, ni étant très grand,
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2 sin 7z Gr

2 sin tt. (x P.s-

d’où résulte

(l^zy-Ks^Gr)
sin n(ys — x) simr (ßn l y,s ,r)

< 16 Iiiny I 1 (T c-7i (m + ß„)

et, par suite,
m + 0

h I < 16 Bmy e~n^m+ßn> S |l-z|°7/tf
*-ys

< 1 6 Iimy I m

I4 tend donc vers zero avec . 1) une manière semblable on voit ou’il en est de 
in 1

même pour 1%. Il en resuite (pie lim I4 est egale à la somme des résidus relatifs aux 
ja->so

pôles situés à droite du contour, multipliée par — 2ttz’.
Ajoutons une remarque importante. Dans ce (pii précède, et notamment dans 

la démonstration de la relation (14), nous avons supposé (pie les paramètres satisfont 
à certaines inégalités et, pour abréger l’écriture, nous avons considéré le contour 
comme une droite parallèle à l’axe imaginaire et passant par le point x. Mais nous 
pouvons faire varier les paramètres en déformant en même temps le contour de 
manière à éviter les pôles. Par prolongement analytique on voit que la relation (14) 
reste vraie si le contour est choisi tel (pie les suites de pôles croissantes ys + v et 
ßn + y s I soient a droite et les suites de pôles décroissantes — a?— v soient à gauche 
du contour. Il suffit donc de supposer que + ys et + ys, i = 1, 2, . . . n
ne sont pas des entiers négatifs ou nul. En particulier on peut supprimer l’hypothèse 
9Î(/?„)>-] .

Si l’on pose z - 0 et y = ys dans la relation (12) il vient

h + i oc

1 Ç________ n9s (æ) dx__________ « r(av + ys)
2z .1 sin7t(ys-x) sinn (ßn + ys-x) /J] F (ys-yv + 1 ) 

x-i oc

avec la même convention pour le contour. Cette intégrale peut donc toujours s’évaluer 
en termes de la fonction gamma. En prenant s = n l'équation (43) peut aussi s’écrire

x — i oc

X+ Zoo n
11 F (x + <xv + r) 

v= 1

/•i n r(.r yr 1 1 1 /•) 
r=i

dx = r («p -I- /n) 
r (y„ yv + 1 ) ■

Mat.Fys. Skr.Dan.Vid.Selsk. 1, no.2. 4
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En particulier, si n = 2 elle se réduit à la relation suivante

X+î 00

1 . ( r (æ + ai) r (x + a2) r (y2 - .r) r (1 — ai - a2 — yi — .r) dx
2 711 ,1

X-î ce

 r (ai + y2) r (a2 + y2) r (1 -ai-yi) T (1 — a2-yi)
r (y2 yi + 0

qui est due à E. W. Barnes [3].
8. Nous allons maintenant voir comment la fonction, définie pour |z|< 1 

par la série hypergéométrique y* s(z), se comporte au voisinage du point singulier 
z = 1. En effet, si | 1 z | < 1 et I arg ( t - z) | <7t nous venons de démontrer que 
l’intégrale au second membre de (14) est égale à la somme des résidus relatifs aux 
pôles à droite du contour, multipliée par —2 tu. Si ßn n’est pas un entier ou nul, il 
y a deux suites de pôles simples ßn + ys + v et ys+r. Ees résidus relatifs à la 
première suite nous donnent la

71Z^8
sin 7ißn

serie

S </s (ßn + y s + r) (1 - z)/V+ v 
v = 0

qui, en vertu de (20), est égale à

(s)
S x O --A"-r(-Wf.(:). 

v = 0 VPn + I )v

Ees résidus relatifs aux pôles ys + v nous donnent la série suivante que nous dé
signerons par eps (z)

JT 7^s O0—--- g
sin.T:/?„ v = q

On aura donc
yî (z) = r ( - ßn} çn (z) + <?, (z). (45)

Puisque y*  (z) et (z) sont des solutions de l’équation différentielle (2) § 1, la 
fonction ç?« (z) est une solution holomorphe au voisinage de z= 1. En posant y = ys 
dans l’équation (6) on voit que la solution non-holomorphe en z = 1 se représente, 
quand | arg (z 1 ) | < ti par l’intégrale 

y5 (ys + r) ( i - z)r. (44)

êw(z)- E(/iw
(z - 1/ rs g s (.r) dx 

sin ti (ßn + ys — .r)
.s = 1,2,.../? (40)

où les pôles ßn + ys l r sont à droite, les autres pôles à gauche du contour. Cette 
relation est l’inverse de (16). En substituant les intégrales (46) et (14) dans l’équation 
(45) ou trouve pour la solution holomorphe au point z = 1
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x+ioc
71 Zy s (*

<?8 O) = • • - O \
2 z sin 7ißn ,1

(z-l)X y*g s(x)dx
sin n (ys — x) W)

où les pôles ys+v sont à droite, les autres pôles à gauche du contour et |arg(z—1)| 
<7i. Cette intégrale représente la fonction cps (z) pour toute valeur de z qui n’est pas 
réelle et <1. De l’équation (17) il s’ensuit que

En substituant cette expression dans la série (44) on obtient

(48)

Cette intégrale converge si ^H(ai + ys)>0, i - 1, 2, ... n. Elle représente <p5(z) 
ou y*  (z) suivant que z est à droite ou à gauche du contour. En particulier, pourvu 
que St (ßn) > — 1 , on aura donc

~7 S
y's(z)~ rc^Tl)

z n’étant pas positif et >1. Si dans la série (44), convergente pour z—1 <1, 
on remplace g8 par l’expression (19) on obtient

où

<f>s (~) =
r (<^ + ys) 

r (oq + ßn + y,s)
É («ï + ys)v «v} (~ - 1 )v,

V = 0
i = 1, 2, . . . n ,

ci (i)
V

oo
= s

r=0 (aï + ßn b ys)r (ßn b r) (ßn + r 1) . . . (ßn + F v)

On suppose ici que Si (ap + yfi) > 0, v = 1, 2, . .. n .
Si ßn est un entier positif ou nid les points ßn + ys^ v sont des pôles doubles 

tandis que ys, ys + 1 , . . . ys + ßn — 1 sont des pôles simples pour la fonction sous 
le signe dans (14). En calculant les résidus on obtient dans ce cas

. /»«-i
Ps (") = -(-1 r” Z?s È J7s(ysbv)(l-z)r

r=0 (49)
( l/wz?s É Lç'Xys + O + ys(ys +v)log(l-z)](l-z)v.

v = ßn
4*
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D’après ce que nous venons de démontrer cette série converge dans le cercle | z — 1 | < 1 , 
et puisque | arg ( 1 — r) | < n, le logarithme a sa valeur principale. En tenant compte 
de (20) on voit que le terme logarithmique est indépendant de s et (49) peut s’écrire

!/:(-)- (50)
1 \Pn + i /

oil

%'5(0- (- yi(7« + O(i --)■’• <51 )
V = 0

En donnant à .s- les valeurs 1, 2, ... n on obtient n solutions logarithmiques qui sont 
linéairement indépendantes si les ys sont distinctes et ne diffèrent pas par des entiers. 
La différence entre deux quelconques de ces solutions est une solution holomorphe 
au point z ■= 1 . De l’équation (17) il s’ensuit que

- 1 % >
\ /%(1 /) >'-1f„(/)log(l /)<//.

2 .TZ 1 (/J,, + 1 ) ,1
00

En substituant cette expression dans la série (51) on trouvera

1 x + i »

(- i 7» C 
r (ßn + Tti \ t~Z x- i x

log (1 /) d/, 0 <- x < 1 . (52)

Cette intégrale converge si 9i (a$ 4-ys) > 0, z’= 1, 2, ...n. Elle représente <Ps (~) <>n 
z/*  (r) suivant que z est à droite ou à gauche du contour. Si ßn > 0 on déduit de (13) 
une expression particulièrement simple des ßn premiers coefficients de la série (51) 
et elle peut s’écrire

^-1
S G trn r ( a* 4 7s + p) r f ai + ^, + r

i = 1 r (ys - yi + v + 1 ) \yA. ~ yi 4- v I 1
<*n  + ys + v 

y s - yn + r + 1
VS-G)

oil

(53)( l/rtcn s '/*• (yô- I r ) ( 1 Z)1’ 
v-ßn

(54)

La dernière intégrale converge si 9^ (<Zj 4 /s) > ßn, ' 1, 2, . . . zi, et il est supposé 
que z est à droite du contour. Pour les coefficients de la série (53) (19) fournit 
l’expression
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logarithmique de F (a:). Dans le eas particulier n2 cette

(r — v— 1) !

Y7(.r) étant la dérivée 
expression se réduit à

Lv, n

Lr, n

Si ßn est un entier négatif, soit ßn ~ p, la fonction (.r) a des zéros simples 
aux points ys — 1, ys — 2,...ys- p et des zéros doubles aux points ys-p — 1 , 
ys-p-2, .... La fonction sous le signe dans l’intégrale (14) admet à droite du 
contour les points ys— 1, ys — 2,...ys-p comme pôles simples et les points 
ys, y s + 1 , y s + 2, ... comme pôles doubles. En déterminant les résidus relatifs à 
ces points on obtient

(/,?(--) = ï ;/;(y8+ >■)(! -)” + ( l)*  + 1^S<7s(ys + 0(l--’)’’log(l z).(55)
v=-p v=o

Admettons que 94 (aF + ys) >p, v = 1, 2, ... n. La fonction ÿs(æ) se représente, 
dans la bande — 94 (ar) < 94 (æ) < 94 (y5), par l’intégrale1)

9,(®) - *, /o(î)<Z:. (56)
TC ,!

En résolvant cette équation par rapport à yn (2) il vient

X- i 30

y s (æ) dæ 
sin n (ys — x)’

(57)

où les pôles ys+v sont à droite du contour et | arg (r - 1) | < n. En substituant la série

X z-d) /-_i\r 
^(^)-(-i)^ s

r = 0 H \ Z /

dans l’intégrale (56) et en intégrant terme à terme on trouve

(-DMXx + q,)
9sW f(ai + r5)r(x-+l-ys)

Cr+V,n(ysy_ æ)r

r = 0 fl (ai + Ys)r

1 Voir Acta math. 94 (1955), 330.
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En posant.. n.

d’où résulte

v > 0.

L’équation (55) peut donc s’écrire 

(59)
où

(60)

De l’équation (56) il résulte que

x

cette intégrale représente y^ (c)

(61)

F ( 1 -yv-x) r = 0

En posant x

r, n
r = 0

Cette intégrale converge parce que nous avons 
En vertu de (21) et (23) § 1 la fonction (")

. n . En portant cette expression

z étant à droite du contour. Si z franchit le contour
en vertu de (59). On aura donc pour toute valeur de z qui n’est pas positive et > 1

supposé 91 (ap + y s) > p, v = 1, 2, .. . n . 
satisfait à la relation

(_ i V pO)f 1 7 cr+p, n

1 ■ (
2 7T Z '

X- î oo

1, 2,et cette intégrale converge si 91 (.c l av) > 0, r 
dans l’équation (60) on obtient

Cette série converge dans le demi-plan 9î(.c+ar)>0, 1, 2, .
x = ys + i’ elle se réduit à un nombre fini de termes et il s’ensuit

v = - p

oc

1

z t log(l

v ys le premier terme au second membre s’annule et il vient

' SM(/)log(l l)dl

y, (z) - (- 1 )” + 1 //»(r) log(l - z) + <ps (z)

r(s)
!h (ys + >') - r j
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d’où il s’ensuit

S z~Vs (z — 1 ')v~1T]n (z) dz = (v- 1 ) ! CpLv> n v = 1, 2, ... p.
i

On aura donc en vertu de (56)

>■- 1.2,.../>. (62)

En portant cette expression dans l'équation (60) on voit (pie la fonction ç>s(z) peut 
s’écrire

p~i ,.P)
:y” S (1 û’iy-O) (63)

v = o ( 1 p)v
où

vA:) - ( I)"’" zYs S ll’Ay. I r)(l :)'• (64)
v = o

x+ i 00

log(1 /)<//, 0<x<l (65)
2 TTl J \t Z — IX-i x

z étant à droite du contour. Il en résulte en particulier que l’équation (59) peut 
s’écrire

1 (s) C f\yî(:)- l’(p)^(l :)-”S7^-(l z)’’ h(-l)’:M/ y’\”4 '''■ (66)
„ = o(l-p)p l~Z

1

Les deux dernières intégrales convergent si 9î(aî, + ys)>0, v=1, 2, ... n. Par 
prolongement analytique on voit que les relations en question sont vraies quand 
cette condition est satisfaite. Le second membre de (66) représente le prolongement 
analytique de y*  (z) pour toute valeur de z qui n’est pas positive et > 1.

Pour les coefficients de la série (64) on déduira de (58) l’expression suivante

yI- (ys + r) = ^v+jp, n 
r!

[W(az -I ys H’)~ V7 (v 4 1 )]

(-l/ + vl
-(i)

Ä l'r+p,n
r ■= V +1 ■

(r — r — 1 )! 
(a» t ys +v)r-/

Si n = 2 cette expression se réduit à

(i)
g’i (yi + î’) = pjy 2 [ (ai + yi 4 p) + (a24 yi + ’’)_ V7 (r +1 ) - V7 (v + p + 1 )], v > o.
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Chapitre IL

9. Dans ce qui suit nous supposerons que les a/ sont distinctes et ne diffèrent 
pas par des entiers et qu’il en est de même des yi. Nous allons considérer une 
fonction Gs ,(x), définie par la série hypergéométrique

11 I1 (av + y s)
V = 1

C («; I ys) Il (y.s 7»’ + O
V = 1

F ai I ys x% + y s
7«“ 71 1 1 y s 72 4 1

• • I 7S .r 4- ys
* y s y» + 1 «j i y s

(1 )

convergente pour 91 (.r) < 91 (a/+ ßn), où * indique que ys 7s + 1 doit être omis. 
P (x + 7s) Gs,j(æ) est donc la fonction qu’on obtient en remplaçant xj par .r dans 
y*(l).  Admettons que les nombres xv + ys, v = 1, 2, .. n ne soient pas des entiers 
négatifs ou nuis et que

91 (ajI 7s) > 0 , .s*  - 1, 2, ... 7ï. (2) 

Voyons comment se comporte cette 
Si 91(’/îw)>() on peut faire tendrez

fonction pour les valeurs très grandes de | x |. 
vers 1 dans l’équation (6) §1. On obtient ainsi

e±ni (ar+ys) 

sin%(ar I y,,)
?7r ( 1 ) • CD

En multipliant les deux côtés par C ni(ixj i ys) on |rollVP

n e±7Ti (txr-Oij)
,,T„; (a; + ?s> ( I ) _ V —------- -- lir rf, 0 ).

,■. i sin.-rfa, I )'.J
(4)

En soustrayant ces deux équations il vient

sin 7ï(a; + 7s) t/s(O
n
S • / i X

r=i,r + ; sin x(xr + y.,)
sin x. (xj — xr) Brj/XD. ('>)

Cette relation peut aussi s’écrire

sin x (xj -I 7s) J/s (O
n

77 V
r — 1, r + j

r (qr -I- y s) 
T (ar I 1 a;)

n
ar)

p = i
n
Il r(l «r

F = 1 , V + S

Ur (O

En remplaçant xj par .r il en résulte

G«,; (-r)
xr I yn \ 

ar xn I-1 ' (7)

où l’on a posé pour abréger
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Cf r (ar + n)
rrr(ar-ar)

v —1
r (aj - ar) H r ( 1 - ar — yv) 

v = i ,v + s

Les deux astériques signifient que ar ar -F 1 et ocr <*j  + 1 doivent être omis. Les 
séries de facultés hypergéométriques qui figurent au second membre de (7) con
vergent si (.r) < (ocj + ßn) et elles tendent uniformément vers 1 quand x s’éloigne 
à l’infini en restant dans le demi-plan de convergence. On a donc dans ce demi-plan 
l’égaIité asymptotique

« Cr(l_Fo(l)) 

r=l r-H (-a-)«r + n- ' (9)

De l’équation (28) § 1 il résulte que

Ur (1) = ÿj (1)
si 11 TC (<Zj

TC
ar ) _ ,. . 
----- î/j,r(l)- (10)

En substituant cette expression dans l’équation (3) il vient

t/s ( 1 ) = ^ ( 1 ) S
r = l

e±7iï (ar + y5) 

sin 7t (a.r -F y5) Br

il
E

r = 1, r + j

eini (xr + ys) 

ti sin ti (<x.r -F ys)
Br sin TC (ay — ar) ÿy r ( 1 ).

(H)

Par décomposition en fractions simples rationnelles on obtient

v= i sin 7t (,r + xr) r=i sin 7c (x + ar)
(12)

En posant x = ys il en résulte

n
S

r = l

e±7il (ar + ys)
.Br = e^Pn.

sin 7c (ar + y g)

Par conséquent l’équation (11) se réduit à

y;(O - <7; (1
n
S

r = 1, r + j

e±ni (<xr + ys)

7c sin?c(ar + ys)
Br sin 7c (a; — ar) ÿj, r ( 1 ).

En éliminant yj(l) entre ces deux équations on trouvera

?/:(!)- f
r - 1, r + j

sin TC (ar + ßn + ys)

71

11 sin TC (ar + yv)
v = 1

Te sin TC (ar 4- ys) sin 7tßn n
nsin7c(av — ar)

V= 1, V + j

Uj,r (O •

(13)

(14)
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En remplaçant a/ par x cette équation peut s’écrire
H

G (x) = Y sin («J + <Xr + ßn+ys--r) sm ,-t (ar yr) Qr)

7S’J ' r = i,r + ;7rsin7r(ar+ y5)sin7i(a;+/3n-.r) ”, . L(.r4ys)
Il sin n (ar — xr)

V = 1, V 4= J

r (,r) étant la fonction qu’on déduit de ÿj.Ql) en remplaçant a7- par x. Or en vertu 
de (29) § 1 fj r (.r) se représente par la série

//, r (.r) =

4 y pl V 0Cr l-y3 . . .
r (.r + ar + yx + y2) r==0 7’1 (.r F ar-h y! + y2)r ' ar - gx + 1 ar + 1 I (16)

Ar étant la constante

Il I1 (ar i yv)
V=1 

n
11 r (ar-ar 4 1 )

V = 1, V + j

La série de facultés au second membre de (16) converge si )H (.r i y s) > 0, 5 - 3,
4, ... zi. Quand .r tend vers l’infini en restant dans le demi-plan de convergence on 
a donc

ïl.A.v) .1,. ( 1 I 0(1))
L(.r + ys) .rar + ^s

L’équation (15) réalise le prolongement analytique de G8,j(x) en dehors du domaine 
de convergence de la série (1). Il en résulte que dans le demi-plan de convergence 
de (16) on a

r i\ v sin7i(ay + ar + ßn 4 ys-x) Cr (1 4o ( 1))
■-1" . O-, Sin.^(«;+Â -r) -r^rs (l“>

Gr étant la constante (8). L’égalité asymptotique (9) est par conséquent vraie dans 
l’angle I arg ( .r) | < ji f. , f étant positif. Si ßn n’est pas un entier il résulte en 
particulier qu’on aura pour les valeurs entières positives et très grandes de v

v^r + Vssin7tßn (19)

L équation (15) met en évidence que la fonction Gsj(x) admet comme pôles les 
points ,r = ocj + ßn l v, r — II, 1, 2, . . . et qu’ejle est holomorphe pour toute autre 
valeur finie de .r.
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10. On voit comme au paragraphe 3 que

1
a2 + 7 . . . ara + i +7 

y — y 2 + 1 • • •

"rj1 _£1aJL±F/ ai + 7 
/= i T <7 yv + l) (7-71 + (20)

(21)

(22) 

où on peut donner à i les valeurs 1, 2, ... n t- 1. En posant i = nil, y ~ ys, 
«h + i - 1 -ys et yn+i = 1 - aj il vient

.T ’
(23)

et cette série converge si (ap + y«) > 0, v= 1, 2, .../», r+j, .r étant différent des 
pôles. En prenant les autres valeurs possibles de l’indice supérieur on obtient

r (otj+ys) r (aj + ßn x) _ Cy,n-1 (Xj + ßn .v)y
E (oCj * oij + ßn ; ys x) p = o 1 (ocy + ßn t~ ys 4 v) (oci t (Xj ßft f yA. a*)v (24)

oil on peut donner à i les valeurs 1, 2, ... j - 1 , J i 1. Dans la dernière série 
les polynômes sont formés avec les paramètres ai ... <xn et yi ... yn avec exclusion 
de <Xj et ys de sorte qu’il faudrait écrire plus explicitement

a! a2 . .. a;_i a3-+1 . .. art\
7i 72 • • • 7s-1 7»+i • • • y»!

La série (24) converge si (ar + ys) > 0, v - 1, 2, . . . n, v 4= i et /. On déduit de 
même de (21)

1
r (a; 4 ßn H 7«)

azi

7n
(25)

Cette intégrale converge si W (x) <N (ocj \ ßn) et (ar i ys) > 0 , r - 1,2, .../?, r + /. 
En remplaçant le chemin rectiligne par un lacet on trouve

(26)

et la dernière intégrale converge quel que soit .r si (<xv + ys) > 0, 1, 2, ... n,
r + j. C’est aux notations près la même relation que (37) §5.
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Sur les expressions analytiques susdites on vérifie que (7sj(æ) est une fonction 
méromorphe de x admettant comme pôles simples les points <x.j + ßn + v, comme 
nous l’avons déjà dit. Les résidus relativement à ces pôles sont mis en évidence par 
la série de fractions rationnelles (23).

Cela posé, considérons l’intégrale

x+ix
l ( _') Jr(a,-x)r(.-r + 7,)«M(.T)</.r, (27)

X - t 30

où le contour est choisi tel que les pôles oij + v et Xj + ßn + v soient à sa droite et 
les — ys v à sa gauche. En vertu de (7) on aura

71

arg

l’intérieur de ce domaine. On voit comme an paragraphe 6 que, si < 1 , elle

V
^sjC-ys v)v!

obtient

r (ocv + ys) Vv

(23)

le demi-plan TR. (x~) <N (ocj + ßn) et l’équation (15) met en évidence comment 
même fonction se comporte asymptotiquement en dehors de ce demi-plan, 
résulte (pie l’intégrale (27) converge pour toute valeur de z différente de 1 dans

est égale à la somme des résidus relatifs aux pôles situés à gauche du 
pliée par 2 Tri, c’est à dire égale à

<7t et elle converge uniformément dans tout domaine fermé à

1
contour, multi-

et cette série est égale à y*  (z) en vertu de (41) § 6. On aura donc

1 _ ' I 7 T (cq —.r) T (a- + y,s) Gs>j (x) dx,

En y substituant l’expression (1) de Gs.j, on 

n r + y (^ + ys)vp/' 
(l_r)a; + ?SpH r(?s_?r + i)^0 r!

où on peut donner à j les valeurs 1,2,.../?. Nous avons supposé la condition (2) 
satisfaite mais par prolongement analytique on voit qu’il suffit de supposer qu’aucun 
des nombres ai + ys, «2 + y.s, • • • a» + /s, «j l ßn t- ys n’est un entier négatif ou nul, 
et que le contour a été choisi de manière à séparer les suites de pôles croissantes et 
décroissantes de la fonction sous le signe.
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11. Admettons maintenant que

compte de ce que nous avons dil sur le comportement asymptotique de Gs,;(x) on 
voit, comme au paragraphe 7, que l’intégrale (27) est égale à la somme des résidus 
relatifs aux pôles situés à droite du contour, multipliée par — 2%/.

Si ßn n’est pas un entier ou nul ces pôles sont simples et l’on obtient en tenant 
compte de (23)

y’ (z) - z"a/ S r( ßn ZYn
V=0 \ Z

< zi. En tenant< 1 et
1 -z 

arg

z"«/ Ê
l> = 0

r (ay + y s + r)

La première série au second membre est égale à F( /îw) £w(z). On aura donc

7/^(z) - P (-/%)£„ (z)+ç2,s(z) (29)

et il en résulte que la solution <ps(z), holomorphe au point z - 1, peut se développer 

suivant les puissances de ' de n manières équivalentes sous la forme

^(z) = P(a/ + y»)z"“l î + , / = 1, 2, . . .. (30)
v = o r! \ z /

Ces séries convergent dans le demi-plan fR (z) > -. En y substituant l’expression (26) 

on voit que (z) se représente aussi par l’intégrale

„ , . v x+ i x
_____ P («j + y«) r 1 .
V (otj + ßn + ys)2 i sin nßn J (z — tyXj + Ts " 

0C± ... <Xj — l OCj + i ... Xn 
yi - ■ ■ ys-i ys+i ■ ■. yn

(31)

z étant à droite du contour. Ici 0<x< 1 et l’on peut donner à j les valeurs
1, 2,...n. En utilisant l’expression (23) de Gsj, on voit que la série (30) peut 
s’écrire

où

_ P(a;+ys)z xi £ («j+ys)r (p/z-lV
(32)

P (aJ + ßn + y s) v = 0 j’ ! \ z /

oo,/(/)_ V Cr-W 1
r = 0 (^J ! ßn 1 7s)r l' 1 ßn r

pourvu que (at-+ ys) > 0, i = 1, 2, ...77, i + j. Admettons que cette, dernière 
condition soit satisfaite et soit en outre

Mat.Fys. Skr. Dan.Vid.Selsk. 1, no.2.
(ctj p ßn + y s) > 0. (33)

5
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En raisonnant comme an paragraphe 3 on démontre (pie

F (oq + ys) /°9 1 - xj + 1...xn
F (xj + ßn 4 y.s) )(l z)xj + Ts " 1 \ y, . . . yÂ_T ys4 i ...yn (34 )

et cette intégrale représente le prolongement analytique de (/*(")  pour toute valeur 
de z (pii n’est pas positive et 1. Si l’on remplace le chemin rectiligne par un lacet 
la condition (33) devient superflue et il vient, z étant en dehors du lacet

F ( xj 4 y ,s ) F ( 1

pourvu (pie Xj 4 ßn I y.s ne
De l’équation (47) £

soit pas un entier ou nul. 
»S on tire par inversion

TT.
s\nzißn oc

(30)

substituantv

r!l’ = 0

-a;ty

i y s

(37)

1
2 TTl

l’intégrale 
l’expression (30) et

00

. S (
ï V = 0

(1-) 
r) (

S ( 1 )”
r = 0

étant convergente si 
en intégrant

(1-)

ü
oc

é'.S. j

Par conséquent
sin jtßn

•'Zs (r) .-t r (,r

(.i- i oq) 0, i 1, 2, . . . n. En 
terme à terme on trouvera

En tenant compte de (19) on voit (pie cette série converge si (,r i oq) > 0, /- 1, 
2, ... n, i + J.

Si ßn est un entier positif ou nul les points oq 4 ßn 4- v sont des pôles doubles 
tandis (pie a;, oq 4- 1 , ... oq 4 ßn 1 sont des pôles simples pour la fonction sous 
le signe dans (27). Ee résidu relatif au pôle simple Xj I v (v ßn), multiplié par 

2 ttî , est

r!
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série convergenteCette expression se représente, en vertu de (1), par la

F

multiplié — 2 zti, est, en vertu deparau

En formant la somme des résidus on déduit de l'équation

n
Us (’)

r = 1
(BS)

. . Il

point z = 1, ad-holoinorphe auoii est une fonctionarg

développementsmettant les

(39)y

coefficients bÿ' sont,convergents

nous venons de dire,

(40)

V

Z~XJ

j- h 2

y - 1, 2,...n,

1 r, n

b{j}

d’après ce (pie

zi, el oil <ps (z)

pôle double aj4-ßw4-v,

1
— v

X
s

r-0, r + v

Le résidu relatif
(23), égal à

dans le demi-plan (r) >.1r Les

de la forme suivante

I rG)1 < v, n

(~) log 1 _ ~ + <Ps (") >

cG)1 r, n
77

(28)

/ «i ■ ys . • • Mfr MfrH”lé 11\ys-yi +1 ::: /5 ~ 7 H + 1 OCj h ys ,Il : ;

Si ßn — le premier ternie au second membre de (38) s’annule.
Si ßn est un entier négatif la fonction sous le signe dans (27) admet les points 

a;, <Xj + 1 , ocj 4- 2 , ... comme pôles doubles et les points xj - 1 , ocj - 2, . . . ocj 4- ßn comme 
pôles simples. En tenant compte de (23) on peut aisément calculer les résidus 
relativement à ces points et l’on voit que y*  (z) est ici de la forme

Us (z) = (- 1 A 1 (~) log 1 Z + (s) (41)

5*
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où ç?s (~) se représente dans le demi-plan Si (r)-> par des développements de la 
forme (39) avec

by) (-l/w + i/r( ßn -v)Cv,}n, si ßn ir<0,

tandis que b^ß est de la forme (4(1) si ßu v > 0. La fonction %’s (") admet par 
conséquent le point c 1 comme pôle d’ordre — ßn, et la partie principale est une 
fonction rationnelle des paramètres, multipliée par z .

En résumé, si ßn est un entier positif, négatif ou nul l’équation différentielle (2) 
ÿ 1 admet n solutions linéairement indépendantes ayant uni1 singularité logarithmique 
au point z- 1. La partie non-logarithmique d’une de ces solutions se représente 
d’une part par une série, procédant suivant les puissances de z— 1, et convergente 
à l’intérieur du cercle I z - 1 | -= 1 , d’autre part par n séries équivalentes, procédant 

suivant les puissances de ~ \ et convergentes dans le demi-plan Si (r) > .

Chapitre III.

12. Les séries hvpergéométriques ÿ,s (") procédant suivant les puissances 
décroissantes de r donnent lieu à des remarques semblables à celles que nous venons 
de faire. Considérons une fonction f/s (æ) définie dans le demi-plan Si (.r) 9i(as + /?n) 
par la série hypergéométrique

(1)

où l'astérisque indique (pie ;r — xs 1- 1 doit être omis. C’est une fonction inéromorphe 
de .r admettant comme pôles les points- yt -v, i= 1, 2, . .. n et holomorphe pour 
toute autre valeur de .r. De plus cette fonction s’annule aux points a5 - 1 , as - 2, 
as-3,... et as + ßn-l, <xs t ßn - 2, . . . Elle se représente aussi par l’intégrale

1 (1i‘+)
(/s(.r)- -r/o i\ \ Mr 1 (’) </" (2)

2 711 1 (ßn 11)
0

qui converge si Si (.r I 1 C -> 11 ■ Y substituant la série (10) $1
et en intégrant terme à terme on obtient le développement

l’CrJjyi) g C±n(<Xs+Jn .T)r
I (,r ocs ßn + 1 ) p = o I (ßn + v I 1 ) I (<zs i ßn + yi - v)9s Gr) (3)
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Il en résulte en particulier que
c(s) 

5’(as + ^ + ’’) = r(i3„+“ + 1) V = 0, 1, 2, . . . (4)

Admettons que <xs + yi et ol8 + ßn + yî, z = l, 2, . . . n ne soient pas des entiers 
négatifs ou nuis. On aura

</*  (z)
T , \ Z X

z_as <• /z —1\ ®-as 7tgs (.r) dx
2i J \ z / sin%(as—æ) sin 7r(as—æ) ’ 

X— ï oo
(5)

où le contour a été choisi de manière à séparer les suites de pôles croissantes et

décroissantes de la fonction sous le signe. L'intégrale converge si 
La fonction (z) se représente par l’intégrale

< 2 TT .

(n (-) = r (ßn i)
T' t ' Z X r

l* 1 ___ ÿ8 (.r) dx
2i ' \ z / sin %(a,s +—.r)’ 

X—ï»
(6)

avec la même convention pour le contour, et cette intégrale converge si

Admettons (pie z —1 1 et
z - 1

arg
-

<7i. L’intégrale au second membre de (5) est

alors égale à la somme des résidus relatifs aux pôles situés à droite du contour, 
multipliée par 2 zii. Si ßn n’est pas un entier ou nul il en résulte que

Us (z) = r (-^„) (z) + (ps (z), (7)

<ps (z) étant une solution holomorphe au point z~ 1, admettant le développement

71Z xs 
sin Tlßn S 9s(ot.s + v)

V = 0
(S)

qui converge dans le demi-plan 3t(z)>-. En tenant compte de (2) on en déduit

(9)

Cette intégrale converge si 9Î (as +/$) > 0, z = 1, 2, ...n. Elle représente ç?s(z) ou 
ÿ*  (z) suivant que z est à l’intérieur ou à l’extérieur du contour. En particulier, si
Wn) on aura donc

(10)

pour toute valeur de z qui n’appartient pas à l’intervalle 0<z< 1 .
Mat.Fys.Skr. Dan.Vid.Selsk. 1, no. 2. 6
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(11)

9?s(z) étant une fonction holomorphe au point z = 1 qui se représente par la série

(12)

(i+)

(■) (13)

contour. Mais cette intégrale représente i/*  (z) quand z est à

où
1V’

(- 1 A z

(*S,J (æ)
as

(- 1 A

1V. n

si z est à l’intérieur du 
l’extérieur du contour.

En dernier lieu, si ßn est un entier négatif, on obtient 

où * indique que a« — as + 1 doit être omis. Cette série converge si )H(.r)< (ßn + y j) • 
Elle représente une fonction inéromorphe de .v admettant comme pôles les points 
ßn + yj + v- H résulte de l’analyse du paragraphe 10, par une permutation des lettres, 
que sous les conditions indiquées

convergente dans le demi-plan (z) > . Il en résulte que

c v, n

Si ßn est un entier positif ou nul on trouvera de la même manière 

xx (— 1V3” - -—1
y.? (-) =ry£»(~)i°g —+9?s(c),

n
II r (as + yv)

V=1 n---------- F
r (a,S + yß) II r (as-ar t- 1 )

v = 1

13. Considérons ensuite une fonction GS(J(.r), définie par la série hypergéomé- 
trique

A8’1 ^<0 . n- og   dt 
Z / z /

1
1- r) ßn + yj + p —.r

/ai . . . as _ i ^8 + 1 • ■ <Xn zbz
\yi • • •W-i yj+i ■ ■ ■yn /
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En supposant qu’aucun des nombres as + yi, as + y2, • • ■ <x.s + yn, a.s + ßn + yj ne soit 
un entier négatif ou nul, on obtient de même

♦ y x + i oo

= (i r(x-+ as) ë5U(x) cte, y = 1,2, . . . n, (14)

X-ix

où le contour doit être choisi de manière à séparer les suites de pôles croissantes et 
décroissantes de la fonction sous le signe. Cette intégrale converge si | arg (z—1 ) | .
Il en résulte en particulier, si ßn n’est pas un entier, que la fonction ç?s(z) qui figure 
dans (7) se représente, dans le cercle z — 1 < 1 par les séries

ÿs (z) = T (as + yj) z^ f — \y^v Gsj (yj + v) ( 1 - z)v, j = 1,2, ...n.
v = o î'I

Enfin on voit comme au paragraphe 11 que la fonction gs(x) admet les développe-
ments

_z x smjr^ r(x-+yj) (a5-x)V7,
= rz S . Gsj(yj+v).7t 1 (x — xs + 1) v = o v !

Ces séries convergent si (.r + yt) > 0 , 
Revenons à la relation (16) § 3.

i = l, 2, ... n, i + j.
En y substituant l’expression

r(ßn+1)
1 ” -- S Bry* r(z) n r=\

et en intégrant terme à terme on obtient

/ \ rz À sin % (ßw + ys - x) £ - r/ À z- z x Z1-A
gs (x) = 1 (ys - x)------------------------- S Br i (æ + ar) Gr, s (x) . ( 1 o)

71 r = ]

De la même manière en substituant l’expression

ïn(z) 
r(ßn+1)

i n
- S Brl/r(z)
ZC r — 1

dans l’équation (2) on trouvera

(16)

Br et Br étant les constantes (8) §1. Les relations (15) et (16) se déduisent aussi 
aisément de (6) et (7) § 1.

14. Dans ce qui précède nous avons supposé que <xs + yi n’est pas un entier 
négatif ou nul. Si cette condition n’est pas satisfaite on ne peut pas tracer un contour 
de la nature indiquée, et les représentations par des intégrales que nous avons con- 

6*  
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sidérées sont en défaut. Mais ce cas est trivial parce (pie les séries hypergéométriques 
en question se réduisent à un nombre fini de termes. Par exemple, si ai + yi = -p, 
p étant un entier positif, zyi (z) est un polynôme en r du degré p et on a yi(z) = 
Cÿi(z), C étant la constante

C- _ ( 1 ),» n ! .
v = 2 \X1 yv)p

En oulre la solution //i (r) peut s’écrire sous les deux formes suivantes

r

Si est un entier nég il peut évidemment

/ r-p ai 1 72 ai t- 73 • • • ai
\ai - Ä2 -1 1 aj a3 + 1 .. . . a! a«

/ r p Ä2 I- 7i Ä3 - 7i . . . a«
\7i -72 1 1 71 7b 1 1 . • • 71 Vn

atif ou un ientier positif > il 1
arriver (pie le terme logarithmique disparaisse dans toutes les solutions. Concernant 
ce cas d’exception je me borne à renvoyer à mon mémoire des Acta mathematica t. 
94 (1955), p. 345-6.

Chapitre IV.

15. Soient r et s deux entiers positifs < n et différents l'un de l’autre. Admettons 
qu’aucun des nombres txv+yr et <xv+ys, r = l, 2, ... n ne soit un entier négatif 
ou nul. Nous allons considérer la fonction ys<r(z) définie par la relation

y'r (~) f/s (") =
sin zi(ys~yr)

71
Us, r (”) •

Elle est holomorphe au point z ■= 1 et l’on a

x + i oe

x-ix

P s, r (”) —
zir(yr /) f(ys /)I]f(/ + aP)

v = 1

nr(/ yp + i)
v = 1 v + r, s

(//,

(O

(2)

oii le contour doit être choisi de manière à séparer les suites croissantes et décrois
santes de pôles de la fonction sous le signe. Cette intégrale converge si | arg r <2tt. 
Soit comme plus haut f8,r(x) la fonction qu’on déduit de p.s,r(l) quand on remplace 
y s par .r. En dérivant par rapport à z on obtient

dv z ysys,r(z)
dzv

fs,r (/s t 0 •(-1)
z = 1
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De la formule de Taylor il résulte donc

v = o

/r,s (?r + r) .J 
vl

(3)

et ces deux séries convergent quand z —1|<1. Considérons l’intégrale

y _ X + î X

X - î X

oii le contour doit être choisi de manière à laisser les pôles ys + v à droite, les autres 
pôles à gauche. La fonction fS!r(x) se représente en vertu de (26) § 1 par la série

fs,r (a) = G F (a -yr DS
V = ü (a*  + «l)r+l \yr

y a2 + yr a3 + yr . . . an + yr 
yi + 1 yr -72 + 1 * yr-yn + f

oii indique que yr ys + 1 doit être omis. Cette série converge si Üi (a 4- Xi) >0, 
z = 2, 3, ... 71. De même nous avons le développement (25) § 4:

F (a + ai) F (a + a2) (ai + yr)v (a2 + yr)v / v a3 4- yr . . . an 4- yr 
f(.r 4 ai + a2+yr) î) = 0 r! (,r + ai+a2+yr)r \yr_71+1 ** yr 7n + l (5)

C étant dans les deux cas la constante

Il r (ar 4- yr)
F'------------------- ■ (6)
n r (y, - 7,, +1 )

v=l,v4= s

La série de facultés (5) converge, si (x + «0 > (), i = 3, 4, ... n, et elle nous 
montre comment se comporte la fonction fs,r(x) pour les valeurs très grandes de a. 
On a en effet dans le demi-plan de convergence

'Vy, .r) A,, r (.<■)-C -m+o(l)). (7)
sin .a (y5 — a)

En permutant yr et ai dans le second membre de (5) on trouvera une nouvelle série 
de fonctions rationnelles, représentant /s,r(a) et convergente si (a$ 4- yr~) > h. Il 
en résulte que /s,r(a) est une fonction méromorphe de a admettant comme pôles les 
points —oci — v, z = 1, 2, ... n. L’équation (1) nous donne l’expression suivante
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F [ «rQr a2 + yr ... ara + yr \
F (yr - .r + 1 ) \yr - x + 1 yr~yi + 1 * yr -yn + \

H FGr +av) ,
v = i p .r F ai .r+«2 ............ r + aZÎ \

fl r(x-yr + l) ' ' 1 ■t'-’,2 + 1 * -r 111 '
P = 1, V + s

où les deux series convergent si 9i (.r) < (/iw *"?«)•  H en résulte que l’égalité asymp
totique (7) est vraie dans l’angle tt - e > arg .v > —tt + e, e étant positif. L’intégrale 
(4) converge par conséquent si | arg (z - 1 ) | < n. Quand |z-l|<^l’on voit comme 
au paragraphe 7 qu’elle est le produit de —2jti par la somme des résidus relatifs 
aux pôles situes à droite du contour, c’est-à-dire égale à la série (3). On a donc

X + j 00

{/s, rU’)^ jj (r~ 1 )z_?M\ys-.r) Qr) d.r. (8)

X- i x

En permutant s et r on trouve

_yr « + i30

“ -ini \ 1 r v, .r)/;.«(.r)i/.r,
x— i x

où les pôles yr -F v sont à droite, les autres pôles à gauche du contour.
16. Soit 7îj (.r) la fonction qu’on déduit de ys,r(l) quand on remplace a; par 

.r. On a donc

sin 7i (ys — yr ) , . . _ ,, ,—___— = p (æ + y j (jr . _ j (r +

Il en résulte que hj(x) admet les pôles — yr —v et ys~ v. En tenant compte de 
(23) §10 on voit qu’elle est holomorphe pour toute autre valeur linie de a*.  En vertu 
de (28) § 10 on a

X 4- i X Z~aj , I -\x-ccj
ys,r(Z)^2ni J / JXa; - .r)/q(.r)d.r, j-\,2,...n, (9)

x-i »

les pôles «; + r étant à droite, les autres pôles à gauche du contour. Or il résulte du 
paragraphe 9 qu’on a l’égalité asymptotique

E(a;-.r)h;(x) = — ------ £ -Fo(l)), (10)
sin ti (ay-.r) i = i, / + ;

les Ci étant des constantes. De la même manière qu’au paragraphe 7 on en conclut (pie
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y s, r (~) ” ~ S
v = 0

.j = 1,2, . . . Z1 , (ID

ces séries étant convergentes dans le demi-plan 9î(z)>-. Pour les coefficients qui y 

figurent on a en vertu de (10) l’expression asymptotique suivante

lij (a; + v) 
v! S C< raz 1 ( 1 

ï = 1, ï + j
o(l)).

Considérons en particulier la fonction /z i (.r). Elle se représente en vertu de (27) 
§ 1 par la série de fractions rationnelles

h} (.r) - C P(.r + ys) Z 7s + f( ’’ *2 + 7r a3 + Lr •••««+?r\
v = o r! (.r + yr ■+ r) \yr yi + 1 yr-y2Hl * + 1'

où * veut dire que yr yr t- 1 doit être omis el C étant la constante

ra
11 r (ar -I yr) 

ç, _ v = 2 
n
11 r (yr yr + 1 )

1’ = 1, v + s

(12)

(13)

Le résidu au pôle — yr — v ressort immédiatement de cette belle formule. De l’équation 
(26) § 1 on tire

/h (.r) = C T (,x- + yr) T (ys • • 0C« + yr 
yr~yn + i

(14)

où * exprime que yr —ys+l doit être omis. Les séries (12) et (14) convergent si 
ÎR (<3Q + ys)>0, z = 2, 3, ... n. De même il résulte de (25) § 1 que

ùi (.r) =
c r (.r + yr) r (æ + ys) r (a2 + ys) g (.r+?rX(a2+yr)r l ~v a3 + yr ... ocn + yr\

r (.r + a2 + yr +ys) v=o v ! (.r -F a2 + yr + ys)v \yr - yi + 1 * * yr - yn + 1 / °

les deux astérisques indiquant que yr — yr+î et yr~ys+ï doivent être omis. 
La série (15) converge si (a< + ys) > 0, i = 3, 4, . . . n et G est toujours la même 
constante (13). On obtient ù;(.r) en remplaçant a; par ai dans /zi(.r). On peut donc 
déduire aisément des séries (12), (14) et (15) les séries correspondantes représentant 
ùj(.r). On vérifie sur ces développements que ùj (.r) n’admet que les pôles- yr — v 
et ~ys — v.

En résolvant l’équation (9) par rapport à ù; (a?) on obtient

fy (.r) =
T (a? — Xj + 1 )

2 ni

(i+)
-X-1 ( - — 1

0

f/s, r (") , j = 1,2,...n
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et ces intégrales convergent si 3ï (rr + yr) > 0 et ÎH (x \ y5)>0. En y substituant la série 
(3) et en intégrant terme à terme on trouvera

j / \ F Ql± y A y fs, r (.7 s + (<*;  - x)v
lj æ r(aj+ysjv=o v!(aj+ys)r

et cette série converge si 31 (.r -+ yr) > O. On arrive à la relation inverse en tirant 
f^r(x) de l’équation (8) ce qui donne

' 'b,( -’'ai
1 ni ,1OC

Cette intégrale converge si (x I oq)M), i - 1, 2, ... n. En y substituant la série 
(11) et en intégrant terme à terme il vient

f . (...) „ r ± a>> v '<1 (xi + ”) (r.-«)r . ! n
’.'r r (a)+ys)v-ti r!(«)+7,), '

ces séries étant convergentes si 3î (x l a«) 0, i 1,2,.../,, / + / . Ajoutons que 
les relations démontrées dans ce paragraphe subsistent si l’on permute .s (4 r.
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